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Introducao

A fungdo que associa um numero a uma matriz quadrada hoje ¢ conhecida como determinante, foi
inicialmente esbogado pelos Chineses 250 A.C. para resolver pequenos problemas de equagdes lineares,
posteriormente o assunto foi retomado no Japao por Seki Kowa (1642-1708) e na Europa por G. W.
Leibniz (1646-1716). Mas s6 com o A.L.Cauchy(1789-1857) que o assunto foi devidamente formalizado..
O estudo do determinante foi um topico importante no desenvolvimento da matematica, porém ndo € um
método tdo eficiente para resolver equacdes lineares com grande numero de variaveis como € o método de
eliminacdo de C.F. Gauss((1777-1855). Mesmo assim, o determinante fornece informac¢des importantes
sobre as matrizes. O proprio nome Matriz, dado por J.J. Sylvester (1814-1897) para o arrancho de nimeros
na forma de linhas e colunas deve-se ao determinante, como pode ser verificado com as proprias palavras
de Sylvester,

"...um bloco retangular de termos... 0 que ndo representa um determinante, mas é como se fosse uma
MATRIZ a partir da qual podemos formar varios sistemas de determinantes, ao fixar um nimero p e
escolher & vontade p linhas e p colunas..." ( artigo publicado na Philosophical Magazine de 1850, pag 363-
370).

Permutacao

Uma permutagdo do conjunto de inteiros {1,2, ..., n} é um rearranjo destes inteiros em alguma
ordem sem omissdes ou repetigdes.

2
§  Verificar que dado um conjunto de inteiros {1,2, ..., n} a quantidade de permutagdes permitidas ¢
dada por n! ou seja

n!l=n(n-1)(n-2)---2-1 (3.1
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Exemplo: Para o conjunto de niimeros inteiros {1,2,3} existem seis permutac¢des pois

nl=3(3-1)(3-2) =6

e as permutacdes possiveis sdo

Ocorre uma inversdo numa permutagdo sempre que um inteiro maior precede um menor, para o
exemplo dado (2,1,3) tem uma inversdo e (3,2,1) tem trés inversdes pois:

{ (3,2,1)
Primeira inversdo
(3,1,2)
} Segunda inversao
(1,3,2)
Terceira inversao {
(1,2,3)

Quantas inversdes tem as permutagdes?

i (61,3.452)
i, (2,4,1,3)
iii.. (1,2,3,4)

O sinal da permutagdo, o(p), é definido em fun¢do da paridade do numero de inversdes
necessarias para a permutaco, p, voltar a forma original ordenada, i.e.

o(p)=

+1 sepretorna a ordem natural depois de um numero par de inversoes
—1 sepretorna a ordem natural depois de um numero impar de inversdes

Determinante

Para uma matriz de dimensdo nx n,, A = a;[.o determinante de A é definido como sendo o numero

escalar

det(A) = Z o(p) App Aap, "y, (3.3)
Y

onde o(p) representa o sinal da permutacdo e p = (p1, P2, --., Pn) UMa permutacdo da seqiiéncia de numeros
inteiros ordenados = (1 2,..., n.).

e Determinante de uma matriz ndo quadrada ndo ¢ definido.

e O determinante da matriz A € notado como det(A) ou |A|.
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Observe que cada termo a,a,, -a de (3.3) representa a multiplicacdo de um elemento de

np
cada linha e com posicionamento em colunas diferentes da matriz A. Sendo que o somatorio resulta em
todas as combinac¢des de permutacdo entre os elementos da matriz.

Exemplo: Seja matriz de dimensao 2 x 2,,

Existem 2! = 2 permutacdes de (1,2), especificamente {(1,2) (2,1)}, logo o det(A) contem dois
termos

Zo'(p)amazm =o(L2)aja, +0(2Daa,,
p

Como a permutagdo (1,2) € par (nfo tem inversdes) e a permutagdo (2,1) ¢ impar (tem uma
inversdo) verifica-se usando (3.2) que

o(1,2)=+1 e o(2])=-1

Substituindo os sinais da permutagdo obtém-se a formula de determinante para matrizes 2x2

a a
det(A) = 11 12

=a;dy —apady (34
ay Ay

Deduza a partir da defini¢do (3.3) as formulas para o calculo do determinante das seguintes

matrizes:
a; 4 4y
Ay Ay Ay =0a10y055 T A),05305 + 413055, — 35)
as; 4z dsg
T a;305 05 —ay1Ay305 — A)p05d35;
?
L Para as matrizes n x n, desenvolva primeiro com matrizes 3x3 e depois avalie para o caso
genérico.
a, O 0
0 a, 0
. =apay rady, (3.6)
0
0 O a.,
a; Ay A,
0 a a
2 2n
. =ap8y rady, (3.7
0
0 O a..
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Propriedades do Determinante

A defini¢do (3.3) pode ser empregada para determinar e comprovar algumas as propriedades do
determinante.

, 1 2 31 1 2
~  Dada as matrizes A = , B= e C= , Verifique:
% 25 13 4 7

i det(A+B) com det(A)+det(B)
ii. det(A+C) com det(A)+det(C)
ii. det(AB) com det(A)det(B)

iv. det(AC) com det(A)det(C)
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A propriedade det(A)=det(A"),mostra que nio é necessario distinguir linha ou coluna quanto

se discute propriedades do determinante, logo os efeitos verificados com as operagdes elementares com
linhas também sdo validos nas operacdes elementares com colunas.

O determinante € uma fungdo que relaciona uma matriz quadrada com um numero. Para matrizes
de pequena dimensdo o uso da defini¢do (3.3) ¢ suficiente para realizar o calculo do determinante. Porém
quando a complexidade do problema envolve matrizes de grande dimensdo, o calculo do determinante
usando a defini¢ao pode ser tedioso e inviavel de ser realizado. Por exemplo, para calcular o determinante
de uma matriz 25 x 25 envolveria 25! Permutagdes, ou seja, em torno de 10% operagdes. Um método
simples de evitar o trabalho do calculo do determinante a partir da definicdo é empregar as operagdes
elementares de linhas (ou colunas) para transformar a matriz original numa matriz triangular superior. O
calculo do determinante na forma triangular pode ser realizado diretamente por (3.7). Sempre é possivel
reescrever a matriz na forma triangular superior empregando operacdes elementares de linhas através de
substituigdes e trocas de linhas (ou colunas), entdo conforme as propriedades de operagdes com linhas (ou
colunas), sabe-se que a relagdo entre o determinante da matriz A original ¢ o determinante da matriz B
reescrita na forma triangular ¢é

det(B) = (=1)" det(A) (3.15)

onde r ¢ o numero de trocas de linhas(ou colunas) efetuadas para obter a forma triangular.
Aplicando a propriedade det(A) = det(A") ¢ possivel estender o método para a forma triangular

inferior. Pode ser mostrado que o calculo de um determinante de uma matriz de dimensao n x n, usando
operagdes elementares requer cerca de 2n*/3 operagdes aritméticas. Para o exemplo citado de uma matriz
25 x 25 sdo necesséarias em torno de 10* operagdes no lugar das 10* operagdes necessarias com o uso da
defini¢do (3.3).

Calcule os determinantes das matrizes usando as operagdes elementares de linhas:

00 0 10
> 05 6
- 008 9
1 23
| -4 2
i -2 8 -9
17 0

A reducdo de uma matriz quadrada a forma triangular superior (ou inferior) usando operagdes
elementares também ¢ util como método para identificar seu posto (rank) e sua singularidade. A Figura 1
mostra duas matrizes quadradas A e B, onde * representa niimeros sem qualquer restricdo, e representa
numeros com valores distintos de zero e 0 representa numeros com valor zero.

* ok * ok o ¥ EE
* ok * ok 0 e * %
A=
* ok * ok 0 0 o X
* ok * ok 0 0 0 e

Fig. 1:Reducdo de uma matriz A a forma triangular superior B.
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Suponha que a matriz A tenha sido transformada para uma forma triangular superior B
empregando operacdes elementares de linhas através de substitui¢des e trocas de linhas (ou colunas), entdo
empregando (3.15) pode calcular indiretamente o determinante da matriz A através do determinante da
matriz B.

Calculando o determinante da matriz B usando (3.7) verifica-se que det(B) # 0 pois todos os
elementos da diagonal principal sdo diferentes de zero. Conseqiientemente a matriz A também tem
det(A) # 0. Alem disso, verifica-se que na matriz B € ndo-singular, pois ndo hd nenhuma possibilidade de
uma linha seja combinagdo linear de outra e, portanto o rank(B) ¢ completo. Como as operacdes
elementares ndo modificam o rank da matriz conclui-se que A: tem rank completo, ¢ uma matriz nio
singular e tem determinante diferente de zero.

Na Figura 2 a forma triangular superior resultante possui pelo menos um elemento nulo na
diagonal superior. Neste caso, o determinante da matriz B é nulo e conseqiientemente também ¢ nulo o
determinante da matriz A. O rank de B ndo é completo, pois necessariamente existem linhas que sdo
combinagdes lineares de outras. Neste caso a matriz original A tem rank incompleto, ¢ uma matriz singular
e tem determinante igual a zero.

o ¥ ko ok
0. ko ok
B=|i i i
00 - 0 *
0 0 - 0 o

Fig. 2: Forma triangular superior com um elemento nulo na diagonal principal.
No caso apresentado pela Figura 2, é possivel calcular o rank da matriz B e conseqiientemente o
rank da matriz A original avaliando o numero de elementos nulos presentes na diagonal principal, i.e.

rank(B)=n-d (3.16)
onde n representa a dimensdo da matriz quadrada B e d representa o numero de zeros da diagonal
principal.

Considerando que A seja uma matriz quadrada de dimensoes 7 x n,
Se det(A) = 0 sdo afirmacdes equivalentes dizer que a matriz A:

e E nio singular;
1
det(A4)

o Existe A'e det(A")= (3.17)

e Tem rank completo igual a n;

e Todas as linhas e colunas de A sdo linearmente independentes.
Se det(A) = 0 sao afirmagdes equivalentes dizer que a matriz A:

e Esingular;

e Nio existe A

e Tem rank incompleto menor que n;

e Existem linhas ou colunas de A que sao linearmente dependentes.
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No processamento computacional, pode-se encontrar, ocasionalmente, uma matriz quase singular
ou malcondicionada - uma matriz que pode se tornar singular se algum elemento for alterado ligeiramente.
Nesse caso, a diagonal principal da matriz na forma triangular pode apresentar algum elemento nulo devido
a erro de arredondamento. Uma matriz quadrada é chamada de singular se e somente se seu determinante
¢ zero, caso contrario a matriz ¢ chamada de nao-singular. Entretanto ¢ falso afirmar que uma matriz com
determinante proximo de zero tende a ser malcondicionada. Também ¢ falso afirmar que uma matriz com
determinante diferente de zero nao tente a ser malcondicionada. Vamos aos exemplos:

n
A matriz 4 =[ / } ¢ malcondicionada, pois a segunda linha tente a zero quando o valor de
n
n aumenta, entretanto det(A)=1.

I/m O

A matriz A=
{0 1/n

} ndo é malcondicionada mesmo quando o valor de n aumenta ¢ o

n|0

. 1 . . . 1|1 0
determinante, det(A) = —-» tente a zero, pois a matriz pode ser reescrita como 4 =— que ndo ¢é
n

uma matriz singular.

Avalie numericamente qual o valor de n usado para que as nas matrizes A ¢ B ndo sejam
consideradas malcondicionadas. Considere que todas as operagdes sdo realizadas com truncamento
em 2 casas decimais (exemplo: 2/3 = 0.66)

) n O
i A=
[0 l/n}
B Im O
il. B=
0 1/n

Se A ¢ uma matriz quadrada com det(A) # 0, pode-se afirmar que:
e Ax =0, sotem solugao trivial x =0;

e Ax =b, tem exatamente uma unica solugao x para cada vetor coluna b.

Use determinante para encontrar os valores de o para que o sistema possua uma Unica solu¢do

SR N

1 a 0]x -3
ii. 01 -1|x,|=
la 0 1 |x
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Expansiao em Cofatores

Para se calcular o determinante de uma matriz pode-se empregar a defini¢do (3.3) ou empregar o
método das operagdes elementares de linhas (ou colunas) para transformar a matriz original numa matriz
triangular superior (ou inferior). Outra maneira de calcular o determinante ¢ chamada de Expansdo em
Cofatores'. Para analisar esse método, inicialmente sera reproduzida a equagdo (3.5) que representa o
determinante de uma matriz de dimensao 3 x 3:

a; 4 4y
Ay Ay Ay =040y 035 T Q50505 + 0130505 — 130,05 — 00303 —A),0,,d5;
as; 4z dsg

Reescrevendo (3.5), de maneira arranjar seus termos em relagao aos coeficientes da primeira linha,
tem-se:

a4 4y
ay Ay Ay :all(a22a33 _a23a32)_a12(a21a33 _a23a31)+a13(a21a32 _a22a31) (3.18)

as; Az A

Em (3.18) pode-se verificar que cada elemento da primeira linha da matriz multiplica um produto
de coeficientes das outras linhas e colunas da matriz. Além disso, esse produto ¢ também um determinante
de uma matriz de dimensao 2x2 formada exatamente pelas linhas e colunas que ndo pertencem ao elemento
da primeira linha em questdo, ou seja:

) dy ) Ay a; Ay

Ay Gy Ay =4y —a, ta;, (3.19)

3 Ui as;  ds a;  as

Observe que o determinante da matriz A com dimensdo 3x3 pode ser expresso em funcdo dos
determinantes de submatrizes 2x2,

det(4) = a,, det(4,,) — a,, det(A,,) + a,; det(4,;) (3.20)

O determinante das submatrizes ¢ chamado de determinante menor ou simplesmente menor, pois tem
dimensdo menor que a matriz a qual se deseja efetivamente calcular o determinante. O menor ¢
definido como:

o M, =det(4,) (3.21)

onde A;; € a submatriz de A construida retirando-se a i-ésima linha e a j-ésima coluna.

Substituido (3.21) em (3.20) obtém-se uma nova maneira de calcular o determinante de uma
matriz de dimensdo 3 x 3 empregando determinantes menores de dimensdo 2x2, i.e.

det(4)=a,M, —a,,M,, +a;M (3.22)

"Em 1772, Pierre-Simon Laplace (1749-1827) apresentou a formulagio da expansdo em cofatores também
conhecido como expansao de Laplace.
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Para calcular determinantes de matrizes de dimensdo n x n, recorre-se a0 mesmo procedimento
reduzindo o problema ao calculo de determinantes de matrizes de dimensdo n — 1. Podemos, entdo, repetir
0 processo para essas matrizes (n-1) x (n-1) até obter matrizes 2 x 2.

Para facilitar o calculo do determinante de matrizes de ordem superior define-se o cofator para
identificar as inversdes de sinal dos coeficientes da linha ou coluna usada para realizar a expanso
representarem permutacdes impares. Portanto o cofator ou complemento algébrico de de um
coeficiente a; ¢ dado por

o A, =(-D"det(4,) (3.23)

Substituido (3.23) em (3.22) e, tem-se:
det(4) = a,,A,, +a, A, +a;A (3.24)

Calcule o determinante da Matriz A usando a expansdo em cofatores em relag@o a primeira linha:

1 5 0
' A=l2 4 -1
0 -2 0

Compare o resultado com o determinante calculado a partir de (3.5).

Na expansdo em cofatores para o calculo do determinante foi utilizado a multiplicagdo dos
coeficientes da primeira linha da matriz pelos seus cofatores e somando os produtos resultantes.
Generalizando para uma matriz de dimensdo n x n pode-se verificar que também ¢ valido utilizar quarquer
linha ou coluna para realizar a expanséo, ou seja:

det(4) =Y a,A; ou det(d)= a,A, (3.25)
j=1 i=1

Calcule o determinante da Matriz A usando a expansdo em cofatores:

i Considerando os coeficientes da terceira linha;

il. Considerando os coeficientes da segunda coluna.
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i. Empregando a matriz adjunta, determine uma equag@o genérica para calcular a matriz
a b
% inversa de A = |: d} , considerando que a matriz A é ndo-singular.
C
1 -1 2
ii. Calcule a matrizinversade A=| 2 0 6
-3 9
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Exemplo: Determine a inversa da matriz

2
A=]1 -1 1
1 4 -2
Solugdo: Com a matriz é de dimensdo 3 x 3, existem 3! permutagdes possiveis logo deve-se calcular nove
cofatores:

A11 A12 AIS AZI A22 A23 A31 ASZ A33

Olhando para os indices dos cofatores verifica-se que 5 permutagdes sdo pares e portanto ndo ha
inversdo de sinal.

Ay A Ay Ay Ay
e nas 4 permutagdes impares aplica-se a inversao de sinal

A12 AZI A23 ASZ

€ claro que aplicando A, = (- ™/ det(A; ), a definigio da inversdo ou ndo aplicada aos determinantes
menores € direta.

Os nove cofatores sdao

PR R PR S W 1‘—3 A=+ ! '1‘=5
! 4 -2 . 1 -2 . 1 4
A =—‘1 ST VRN 3‘:—7 A=’ 1‘:—7
21 4 —2 2 1 -2 23 4
A=+ b =4 a =—‘2 3‘:1 Ay =+’ 1‘:—3
31 _1 1 32 1 1 33 1 -1
Logo a matriz de cofatores é
-2 3 5
14 -7 =7
4 I -3
A matriz adjunta ¢ a transposta da matriz de cofatores,
2 14 4
adj(A)=| 3 -7 1
5 -7 -3
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O calculo do det(A) é realizado aplicando a expansio em cofatores em uma linha ou em uma
coluna da matriz A. Aplicando na primeira linha, tem-se:

det(A)=a, A, +a, A, +a A, =2-(-2)+1-3+3-5=14
Aplicando-se a expansdo na terceira coluna, tem-se o mesmo resultado,
det(A) =a;;A;; +a A, +apAy =3-5+1-(-7)+(-2)-(3) =14

A inversa da matriz A é dada por:

1 [
Al = adi(A)=—| 3 -7 1
det(A) 14
5 -7 -3

Regra de Cramer

Para resolver um sistema de n equagdes com n incégnitas pode-se empregar o método de Gauss ou
usar o método da matriz adjunta para calcular a inversa da matriz. Uma outra maneira, conhecida como
regra de Cramer, foi formulada por G. Cramer (1704-1752)>. A regra é interessante para estudar como a
solucdo de Ax = b se comporta quando as componentes de b variam. Entretanto a aplicagdo desta regra
para sistemas de dimensdo maior que 3, requer muito mais processamento que as outras técnicas estudadas.

Seja um sistema de n equagdes com n incdgnitas, dado por

a,; X, +a,x,+--+a, x, =b,

a,X,+a,X,+-+a, X, =b,

(3.30)
a, X, +a ,x,+-+a_ _x, =b,
O sistema (3.30) pode ser rescrito na forma matricial, como
a, ap an || X b,
a a a X b
21 22 2 2 2
) S = . (3.31)
a'nl an2 ann Xn bn_
ou
a, ap a, Xy b,
;. ap as, X) b,
Ax=b onde: A= : o, ox= . e b=| .
a'nl an2 ann _Xn bn

* Embora a regra tenha seu nome, variagdes desta regra foram formuladas antes por varios matematicos.
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Para se aplicar a regra de Cramer define-se um novo conjunto de matrizes A;(b) obtidas a partir da
substituido a coluna i da matriz A pelo vetor b.

a]] oo b1 oo aln
Ai (b) — a:21 b.z a2n
an] Y bIl Y ann
i) (3.32)
Colunai

Se Ax =Db ¢ um sistema de n equagdes lineares com n incognitas tal que det(A)=0, entdo o sistema tem
uma unica solucdo. Esta solugdo é

. _ det(A, (b)) . _det(A, (b)) . _ det(A, (b))

! 2 N (3.33)
det(A) det(A) det(A)

onde A;(b) € a matriz obtida de A trocando-se sua i-ésima coluna por b conforme (3.32).

Exemplo: Use a regra de Cramer para resolver
X, +2x; =6,
-3x, +4x, +6x, =30
—X; —2X,+3x,= 8

Solugdo: Inicialmente sdo montadas as matrizes A e A;(b)

1 0 2 6 0 2
A=|-3 4 6| A/(b)=(30 4 6
-1 -2 3] § -2 3
1 6 2] 1 0 6
A,(b)=[-3 30 6| A,(b)=|-3 4 30
-1 8 3] -1 -2 8
Depois de calcular os determinantes das matrizes, usa-se (3.33) para encontrar a solugao, i.e.,
det(A, (b)) —40 det(A, (b)) 72 det(A,(b)) 152
T dei(A) 44 T T 5eA) 44 BT T de(A) 44

Para resolver um sistema de n equacdes lineares em n incégnitas pela regra de Cramer, ¢
Y necessario calcular n+1 determinantes de matrizes n x n. Para sistemas com mais de trés

equagdes, a elimina¢do gaussiana é muito mais eficiente, pois somente requer a reducdo de uma
matriz aumentada n x (n+1). No entanto, a regra de Cramer d4 uma formula para a solugéo se o
determinante da matriz de coeficientes ¢ ndo-nulo.
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Problemas Propostos

3.1) Determine x tal que

1 0 -3

x -1

=2 x -6

3 1-x

1 3 x-5
3.2) Encontre todos os valores de A para os quais
A+2 -1 3
det 2 A-1 2 =0

0 0 A+4

3.3) Se det(A) = -4, determine det(B), det(C) e det(D), considerando que

a, a, a a; a, a a, a, G
A=\|b, b, b, B=|b, b, b C=|b b, b
c C, G c, ¢, ¢ 2¢, 2¢, 2c
a, a, a;
D=\|b +4c, b,+4c, b,+4c,
¢ ) Cs

3.4)  Mostre que det(ATB r ) = det(A)det(BT ) = det(AT )det(B)

3.5) Use as operagdes elementares com linhas para avaliar o determinante conhecido como
determinante de Vandermonde?®, é

1 1 1
a b c|=(b-a)c—a)c-b)
a® b
3.6) Encontre todos os valores de o para os quais a exista A

a—2 2
A=
L{—Z a+2}

3 Alexandre Théophile Vandermonte (1735-1796) geralmente é conhecido como o fundador da teoria de
determinantes.
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